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CONVOCATORIA 2024

MATEMATICAS: EXAMEN RESUELTO

El examen presenta dos opciones: Ay B. El alumno debera elegir una de ellas y responder razonadamente
a los tres ejercicios de que consta dicha opcion.

Opcion A

1. [3 puntos] Dado un parametro real k, se consideran las matrices

1 k 0 ko2
A:< ) s=|1 0
2 1 -1
3 1
a) Calcule, o explique por qué no es posible calcular, C = A-B, D = B- A, E = A+ B!, donde B!
es la traspuesta de B.

b) Calcule, o explique por qué no es posible calcular, los determinantes de A, C'y D.

c) Para cada una de las matrices A, C'y D, calcule para qué valores de k existe su inversa.

Solucion:
a)
1 k£ O ko2 2k 2
C = 1 0 =
2 1 -1 2k—2 3
3 1
E 2 E+4 k242 -2
1 k£ O + +
D = 1 0 = 1 k 0
2 1 -1
3 1 5 3k+1 -1

1 kK O k1 3 1+k k+1 3
E: —|— =
2 1 -1 2 01 4 1 0

b) No es posible calcular el determinante de A por no ser cuadrada. Para las otras, aplicamos la

regla de Sarrus.
det(C) = 6k — 4k + 4 = 2k + 4.

det(D) = —k* — 4k — 6k — 24+ 10k + k* +2 = 0.

c) La inversa de A nunca existe por no ser A cuadrada. La inversa de C existe si & # —2. La
inversa de D no existe por tener determinante 0 para todo k.

2. a) [1 punto] Calcule la ecuacién explicita de la recta que pasa por los puntos A = (—2,-1) y
B =(3,8).

b) [2 puntos] Desde la orilla sur de un rio que corre de este a oeste, miramos hacia un punto de la

otra orilla situado aguas arriba con un angulo o = 15°. Caminamos 25 m por nuestra orilla en
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direccién este, y al alzar la mirada hacia el mismo punto, lo hacemos con un angulo g = 30°.
¢,Cual es la anchura del rio?

Solucion:

a) Hay varias formas de resolver el problema. Vamos a hacerlo con la ecuacién de la recta que
pasa por dos puntos.
y+1 x+2 9 18 9 13

— = — 1=- — = y= —.
8+1 3+2 yri=grt g V=571

b) Sea y la anchura del rio medida en metros y sea x la distancia, en metros, desde donde nos
encontramos al principio al punto de la orilla sur que esta justo enfrente del punto de interés.

Con estos datos, tenemos que

Yy Yy
tg 1l == tg 30 = .
& z’ & x—25

Resolvemos el sistema por igualacion:

y=xtglh,

= xtglb =2tg30 — 25tg 30
y—(x—25)tg30} 8 8 8

¢ tg15t
830 g5 815130 g
tg 30 —tg 15 tg 30 —tg 15

El rio tiene 12.5 m de ancho.

3. a) [2 puntos] De un cuadrado de carton de lado 12 cm, cortamos de cada una de las esquinas un
cuadrado de lado x cm (0 < = < 6) y doblamos por las pestanas resultantes del corte con el
objetivo de hacer una caja abierta por arriba. ¢ Para que valor de = se maximiza el volumen de
la caja?

b) [2 punto] Calcule el area encerrada entre lacurvas y = 2> —z e y = = — 2°.

Solucion:

a) La caja resultante tendra altura x y su base serd un cuadrado de lado (12 — 2z). Luego el
volumen de la caja sera, en funcién de z,

V(z) = 2(12 — 22)? = (144 — 48z + 42°) = 42> — 482° + 144x.
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Tenemos que calcular el maximo de V' (z) para z € (0,6). Se tiene que
V'(z) = 1222 — 96 + 144 = 12(2% — 8z + 12).
Igualando a cero y resolviendo se tiene
22— 82 4+12=0 < =206z =6.
El punto = 6 no pertenece al intervalo. Por otro lado
V"(z) = 24x — 96,

luego V”(2) = —48 y en = = 2 hay un maximo relativo. (Como V(0*) =0y V(6~) = 0, también
es absoluto; no es imprescindible justificar esto).

b) Calculemos los puntos de corte de las dos curvas:
P —r=r-2% = 2% -20=0 = 222 -1)=0 <= z=-1,2=0,2=1.

Siz < —1,2% -z < x— 23, pero esta es una region no acotada. Si -1 <z < 0, z — 2% < 23 — 2.
Sio<zr<l,z3—z<z—2%Siz>1,2—2% < 2®— 2, pero esta regidn tampoco esta acotada.
Luego

0

Az/o(x3—:c—(x—x?’))dx—i-/ol(:c—x?’—(x?’—x))dxzf (2m3—2x)dx+/01(2x—2x3)dm

-1

=1
1 1
=0—(=-1)+1---0=1.

f 12 cm ‘
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Opcion B

a) [1.5 puntos] Se considera la matriz

—_
o B O
N NN =

Calcule su determinante y su traspuesta. ¢ Existe la inversa de A?

b) [1.5 puntos] Isabel compra 2 cuadernos, 5 boligrafos y 1 lapiz y le cobran 17 euros. Carlos
compra 3 cuadernos, 4 boligrafos y 2 lapices y le cobran 19 euros. Felipe compra 5 cuadernos,
16 boligrafos y 2 lapices y le cobran 51 euros. Plantee un sistema lineal para el calculo del precio
de cada uno de los productos y resuélvalo, si es posible, por el método de Gauss. Explique el
resultado obtenido.

Solucion:

a) Usando la regla de Sarrus

det(A) =2x4x2+5x2x54+1Xx16x3—-1x4x5-5x3x2—-2x16x2
=16+50+48-20—-30—-64=114—-114=0

Como el determinante de A es cero, no existe la inversa de A. Por definicidn, la traspuesta de

Aes
3 5
Al=1 5 4 16
2

b) Sean respectivamente z, y, z los precios de cada cuaderno, cada boligrafo y cada lapiz. Con los
datos dados planteamos el siguiente sistema:

2r  +by +z = 17,
3z +4y 42z = 19,
or +16y 42z = 51.

(Si nos damos cuenta de que la matriz de coeficientes del sistema es la matriz del apartado A,
podemos saber desde este momento que el sistema no va a tener solucion Unica).

Resolvemos, como nos piden, por el método de Gauss. Vamos a utilizar la matriz ampliada del
sistema, pero se puede hacer también usando las ecuaciones.
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2 5 1|17 2 5 1 18 2 5 1| 18
—
3 4 2119 0o -7 1 |-13 — 0 -7 1]-16
F2~>2F273F1
5 16 2|51 0o 7 -—-1| 17 F3—F3+F 0 0 0 4
F3—2F3—5F

Como llegamos a la ecuacion 0 = 4, el sistema no tiene solucion (es incompatible). A alguno de
los tres le han cobrado mal, o han cambiado los precios de un cliente a otro.

2. a) [1 punto] Sean # y v dos vectores de R? ambos distintos del vector nulo y que cumplen que
@-v = 0. jForman @ y ¥ necesariamente una base de R?? En caso de que la respuesta
sea afirmativa, justifiquese. En caso de que sea negativa, ponga un ejemplo de vectores que

cumplan las condiciones dadas pero que no formen una base.

b) [2 puntos] Se consideran las rectas

r—1 y—2 {:U:1—|-5t
5

T + —— =0, ,
4 3 y=1+3t

Calcule el angulo que forman vy, si existe, el punto en que se cortan.
El angulo se puede expresar en grados o en radianes; use al menos 4 decimales en los todos los célculos.

Solucion:

a) Si, ambos vectores forman una base. Una posible justificacion es la siguiente: @y ' son dos vec-
tores perpendiculares, y por tanto no estan alineados. Es decir, son linealmente independientes.
Como la dimension de R? es 2, forman una base.

b) Un vector director r es @ = (4, —3) y un vector director de s es v = (5, 3). Se tiene que |u| =
V42432 =5y |U] = V52432 = v/34. Ademas 4 - ¢ = 11. Llamemos « al angulo que forman
ambas rectas (el menor de los dos angulos, realmente). Se cumple que:

11
cosa = ——— ~ 0.3773 = a = arccos 0.3773 = 0.3773 rad = 67.8337° = 67° 50’ 1.15"

5V/34

Para calcular el punto de corte, introducimos en r las expresiones de x e y dadas en la recta s:

ot 3Jt—1 15t +12t — 4 4
_— _— _— 2 :4 = —.
1 + 3 0 < 19 0 < 27t <t 57

Luego las rectas se cortan en el punto de coordenadas

4 47
= M LTAOT,  y=1+3t=1+3

4 13

=14+5t=1+5 — = — = 1.4444.
T + + 57 9

3. En este ejercicio, las funciones trigopnométricas que aparecen tienen como argumentos los angulos

en radianes.
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a) [1 punto] Calcule
sen(2z)

v tg(3x)

$2
b) [2 puntos] Sea f(z) = T

decrecimiento. Utilice esa informacion para clasificar los maximos y minimos relativos de f(z)
sin utilizar la derivada segunda.

Indique su dominio y sus intervalos (abiertos) de crecimiento y

¢) [1 punto] Calcule

/($2 +senz)dz
Solucioén:

a) Como sen(27) = 0y tg(3w) = 0, el primer limite se puede hacer, por ejemplo, usando infinitési-
mos equivalentes o la regla de LHbpital. Aplicamos la regla de LHbpital:

sen(2x) " 2cos(2r)  2cos(2m) 2

v tg(3r)  aon 3(1+te2(37))  3(1+tg2(31)) 3

b) f es una funcién racional. Su denominador se anula para x = 1. Por lo tanto, el dominio de la
funcion es (—oo, 1) U (1, +00).
Calculamos su derivada:

gy 2z(l—x)— (=1)2? 20 —22%+2? 2z —a?
Jlw) = (1— 1) T (-2 (1-a2

La derivada solo se anula para x = 0y x = 2. Teniendo en cuenta que 1 no esta en el dominio
de f, tenemos que estudiar 4 intervalos.

= Siz <0, f'(z) <0, luego f es decreciente en (—o0, 0).

» Sio<z<1, f(x) >0,luego f es creciente en (0, 1).

» Sil<z<?2, f(x)>0,luego f es creciente en (1,2).

» Si2 <z f'(z) <0,luego f es decreciente en (2, +00).
Con esta informacién se puede asegurar que en z = 0 hay un minimo relativo y en x = 2 hay
un maximo relativo.
Notas:

= Como f’ es continua en cada uno de los cuatro intervalos estudiados, para estudiar su signo es
suficiente con estudiar qué ocurre en un punto del interior de cada intervalo. Por ejemplo, f/'(—1) =
—0.75 <0, f(0.5)=3>0, f/(1.5) =3 >0y f(3) = —0.75 < 0.

» Escribir que f es creciente en (0, 1) U (1, 2) es incorrecto. Por ejemplo, 0.5 < 1.5, pero f(0.5) = 0.5 >
f(1.5) = —4.5. Los resultados sobre crecimiento y decrecimiento de funciones basados en el estudio
de la derivada son validos en intervalos, y (0,1) U (1,2) no es un intervalo.

c¢) Aplicando las reglas de integracién y llamando C € R a la constante de integracion,

1
/(m2 +senz)dr = gxg —cosx + C.
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MATEMATICAS: CRITERIOS DE CORRECCION
Opcion A

. [3 puntos] 1 punto cada apartado. Dentro de cada apartado, 1/3 de punto cada una de las 3 cuestio-
nes que se plantean.
a) [1 punto] 1 punto por la ecuacién de la recta.

b) [2 puntos] 1 punto por el planteamiento + 1 punto por la resolucion.

a) [2 puntos] 1 punto por el planteamiento + 1 punto por la resolucion.

b) [2 puntos] 1 punto por el planteamiento + 1 punto por la resolucion.
Opcion B
a) [1.5 puntos] 0.5 puntos por el determinante, 0.5 puntos por la traspuesta y 0.5 puntos por res-
ponder a la cuestion.
b) [1.5 puntos] 0.5 puntos por plantear el problema + 0.5 puntos por la triangularizacion + 0.5
puntos por la respuesta final.
a) [1 punto] 1 punto por la justificacion.

b) [2 puntos] 1 punto por el angulo + 1 punto por el punto de corte.

a) [1 punto] 1 punto por el limite.

b) [2 punto] 0.5 puntos por el dominio + 1 punto por los cuatro intervalos de crecimiento y decreci-
miento + 0.5 puntos por el maximo y el minimo relativos.

¢) [1 punto] 1 punto por la integral.
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